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Введение и постановка задачи
Набросок доказательства

Проблема Нелсона-Хадвигера

Следующий вопрос был задан Нелсоном в 1950:

хроматическое число
какое минимальное число цветов требуется для того, чтобы
покрасить точки плоскости так, чтобы точки на единичном
расстоянии были покрашены в разные цвета?

эта величина называется хроматическим числом χ(R2)
плоскости.
аналогичную величину можно определить в Rd.
Формально,

χ(Rd) = min{m ∈ N : Rd = H1 ∪ . . . ∪Hm :

∀i,∀x, y ∈ Hi |x− y| 6= 1}.
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Дистанционные графы

определение

Дистанционный граф G = (V,E) в Rd это граф с V ⊂ Rd и
E ⊂ {(x, y), x, y ∈ Rd, |x− y| = 1}.

1951, Эрдеш, Де Брёйн: Если мы принимаем аксиому выбора, то
хроматическое число пространства Rd равно хроматическому числу
некоторого конечного дистанционного графа в этом пространстве.
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Графы с большим обхватом и большим
хроматическим числом

1959, Эрдеш: Для любых l, k ∈ N существует граф с хроматическим
числом, большим l, и длиной кратчайшего цикла (обхватом),
большим k.

1968, Ловас: явная конструкция таких графов.
Вопрос: можно ли доказать что-то подобное для дистанционных
графов?
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Дистанционные графы на плоскости

Несложно показать, что 4 ≤ χ(R2) ≤ 7.

1975, Эрдеш
Существуют ли дистанционные графы на плоскости с хроматическим
числом, равным 4, но при этом не содержащие треугольников?

Ответ: существуют, более того, для любого k ∈ N существуют графы
с хроматическим числом 4 и обхватом, бо́льшим k (О’Доннелл).
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Дистанционные графы в бо́льших
размерностях

Известно, что хроматическое число пространства растет
экспоненциально с ростом размерности:

(ζlow + o(1))n ≤ χ(Rn) ≤ (3 + o(1))n, где ζlow = 1.239 . . .
(Райгородский, Ларман и Роджерс)

Существует ли последовательность дистанционных графов в Rd, не
содержащая клик фиксированного размера, хроматическое число
которых растет экспоненциально с ростом d?

Аналогичный вопрос для нечетных циклов фиксированной длины и
для циклов фиксированной длины.
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Основной результат

Эти вопросы изучались, в случае клик положительный ответ был
дан Райгородским, в случае нечетных циклов — Демехиным,
Райгородским и Рубановым.

Основным результатом данной работы является

Теорема
Для любого k ∈ N существует последовательность дистанционных
графов в Rd с обхватом, большим k, хроматическое число которых
растет экспоненциально с ростом d.

Вопрос
Можно ли привести явную конструкцию такой последовательности?
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Набросок доказательства. Часть 1

Доказательство теоремы основано на анализе свойств случайного
подграфа дистанционного графа следующего вида:
G4n = (V4n, E4n), где

V4n = {x = (x1, . . . , x4n) : xi ∈ {0, 1}, x1 + . . .+ x4n = 2n},

E4n = {{x,y} : (x,y) = n}.

Здесь (, ) обозначает скалярное произведение.

Графы типа G4n используются для получения нижних оценок
хроматического числа пространства.
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Набросок доказательства. Часть 2

Несложно видеть, что |V4n| = (2 + o(1))4n, |E4n| = (4 + o(1))4n.

Один из основных ингредиентов доказательства это теорема
Франкла и Рёдля касательно графов G4n:

Теорема
Для любого ε > 0 существует такое δ > 0, что для любого
подмножества S множества V4n, где |S| ≥ (2− δ)4n, число ребер в S
(мощность E4n|S) больше, чем (4− ε)4n.
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Набросок доказательства. Часть 3

локальная лемма Ловаса
Пусть A1, . . . , Am это события на некотором вероятностном
пространстве, и пусть J(1), . . . , J(m) это подмножества {1, . . . ,m}.
Зафиксируем некоторые действительные числа γi, такие, что
0 < γi < 1, i = 1, . . . ,m. Предположим, что выполнены следующие
условия:
1. Ai независимо от алгебры, порожденной {Aj , j 6∈ J(i) ∪ {i}}.
2. P(Ai) ≤ γi

∏
j∈J(i)(1− γj).

Тогда P
(∧m

i=1Ai

)
≥
∏m

i=1(1− γi) > 0.

С помощью локальной леммы мы доказываем, что с положительной
вероятностью случайный граф не содержит циклов длины меньше k,
при этом размер максимального независимого множества в графе не
превышает (2− ε)4n с некоторым ε > 0.
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Спасибо за внимание!
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